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Piaci informaciok és a multikollinearitas

Petres Tibor' — Toth LaszI&’

Nagy mennyisegii adatokbdl allo adatallomanyok nagyon gyakran kevés informdciot tartal-
maznak. Ennek oka az adatdllomany valtozoi kozétti kapcsolattal magyarazhato. Ez a kap-
csolat lenyegében egyfajta redundanciaként is értelmezheto.

A tanulmdnyban egy uj mérészamot ismertetiink, amely a valtozok korreldacios matri-
xanak sajatértékeit tartalmazza, és lehetéséget nyujt a kollinearitas mértékének szazalékos
meéréseére is: értéke 0 szazalék, ha minden egyes sajatérték eggyel egyenls és 100 szazalék,
ha az elsé kivételével az dsszes tobbi sajatérték nullaval egyenlo.

Kulcsszavak: adatallomany, redundancia, multikollinearitas

1. Kvantitativ elemzések

Az évezred elején, globalizalodo vilagunkban nagy mértékben ndvekszik
mindannyiunk informacioigénye. Az adatok mennyiségének robbanasszerii ndveke-
dése nem jar egyiitt a megfeleld mértékii informacio-novekedéssel. A két fogalom
kozotti jelentds kiillonbséget az 1. abra szemlélteti.

Igazabdl a dontéshozoknak nem az adatok hianyaval, hanem azok bdségével
kell szembenézniiik, ugyanis (még a legévatosabb becslések szerint is) az elektroni-
kusan tarolt adatok volumene évente legalabb megkétszerezddik. A rendelkezésre
all6 adatok nagy mennyisége noveli ezen elemzésének Osszetettségét és az adat-
elemzokkel szemben tamasztott elvarasokat. Mivel az adatok informaciova alakitasa
kisebb sebességgel torténik, mint azok rendelkezésre bocsatasa, a felhasznaloknak
egyre inkabb adatelemzési szakértové kell valniuk, ismerniiik kell azokat a modsze-
reket, amelyekkel az adatok értékelhetdek és hasznosithatoak. Ebben segithet a sta-
tisztika, mint a tomegjelenségek vizsgalatara szolgalé modszerek Osszessége.

A tobbvaltozos statisztikai elemzéseknél két nézépont ismeretes. Az egyik
szerint az Osszes rendelkezésre allo valtozot szerepeltetjiik, mig a masik szerint csak
kevesebb valtozot hasznalunk, amik azonban stiritve tartalmazzak az (eredeti) adat-
allomanyban rejld informaciot. Vagyis, képletesen szolva, az elsé szerint egy ,,na-
rancs” egészét tekintjiik, mig az utdbbi szerint ennek csak kivonatat, a ,,narancslét”.

! Dr. Petres Tibor, egyetemi docens, SZTE Allam- és Jogtudomanyi Kar Statisztikai és Demografiai
Tanszék (Szeged)
2 Téth Laszl6, féosztalyvezetd, Informatikai és Hirkdzlési Minisztérium (Budapest)
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1. abra Adat-infotmacid-ismeret Gsszefliggése

Rendszerezett informacidk sszessége, prob-
lémak megoldasat teszi lehetdve.

Dontéshozatalt szolgald hasznos tartalmat
hordozo adatok dsszessége. Min6ségét az
hatarozza meg, hogy milyen mértékben
hasznalhat6, alkalmazhato.

Informacio

Tarolt formajaban fiiggetlen, tényszerl szam
Adat vagy szOveg. MinOségét pontossaga, elérhe-
tosége hatarozza meg.

2. Statisztikai modellek

A fentiekbol kovetkezoen az alkalmazott modellek két csoportjat lehet meg-
kiilénboztetni.

- Az Un. adatredukcios modellek esetén a valtozok szamanak csokkentésére to-
reksziink ugy, hogy ez a lehetd legkevesebb informacioveszteséggel jarjon.
(Ebben az esetben nincs értelme a valtozok fiiggd-fiiggetlen megkiilonbozte-
tésének.)

- Az Un. magyaraz6é modellek alkalmazasakor Osszefliggések feltarasara torek-
szlink, vagy az 6sszes rendelkezésre 4llo adat (illetve azokbol képzett valtozo)
alapjan, vagy ezekbdl szarmaztatott (kevesebb szamu) valtozd(k) segitségé-
vel. Ebbdl kovetkezden megkiilonboztetiink fiiggetlen (magyarazo-) és fiiggo
(eredmény-) valtozokat.

Az egyes magyarazdé modellek alapvetéen abban kiillonboznek egymastol,
hogy hany valtozobol allnak, illetve milyen mérési szintli adatokat tartalmaznak.

A legegyszerlibbek a kizarolag egy fliggetlen- és egy fliggd valtozot tartalma-
z6 modellek, leggyakrabban azonban tobb fliggetlen és csak egy fliggd valtozonk
van.
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2. dbra A tobbvaltozos statisztika modelljei

AVEET T
SRTLTER A
r 4

AL ETERS
ATRRTER A

plel VI
AN
TRTEA A

egyutas tobbutas
= ANOVA ANOVA

egyutas tobbutas
MANOVA | MANOVA

jia]ald]

A metrikus fuggd wvaltozak szama

gy {a]u]]

Afiggetlen waltozok szama

A fiiggd valtozd szempontjabol két nagy csoport 1étezik: az egyiknél a fiiggd
valtozé metrikus, mig a masiknal nemmetrikus. A fliggetlen valtozok is lehetnek
metrikus és nemmetrikus mérési szintiiek, illetve egyszerre mindkét tipust valtozo
szerepeltetése is el6fordulhat.

A fentiek szerint a metrikus fiiggd valtozo(ka)t tartalmazé modellek grafikus
szemléltetése a 2. abran lathato.

A 2. abran feltiintetett modellek tulnyomorészt linearis 0sszefliggések feltéte-
lezésébdl indulnak ki, igy ezek 6sszefoglald neve GLM (General Linear Model).

A 2. abran feltiintetett esetek koziil a redundancia mérésének szempontjabol
kizarolag a metrikus adatok relevansak. A metrikus adatok informacidtartalma az
empirikus elemzéseknél 1ényeges kérdés, mert a nagyon nagy mennyiségii adat
gyakran kevés informacidt hordoz, azaz nagyon nagy a redundancia mértéke. Rend-
uncian a vizsgalat szempontjabol Ujabb informaciot, érdemleges kozlést mar nem
tartalmazo, ,,felesleges” adatokat értiink. Ennek a problematikanak a bemutatdsa cél-
jabdl a tovabbiakban vizsgaljuk meg a regresszioszamitast.
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3. Regresszioszamitas

Az egy eredmény- €s tobb magyarazo valtozot tartalmazo regresszidszamitas
grafikus szemléltetése a 3. dbran lathato.

Amint lathato, a bemeneti (0k) és a kimeneti (okozat) adatok Gsszefliggése
egyértelmil, azaz szerepiik nem cserélhetd fel. Az ezeket 6sszekotd f funkcionalis
operator egy fekete dobozként is felfoghat6. A regresszidszamitas feladata ennek az
operatornak az identifikalasa.

3.1. A standard linearis regresszios modell

A tobbvaltozos regresszios modell kompakt és kényelmesen kezelheté mat-
rixalgebrai jelolésmoddal:

y=Xp+e

ahol y az eredményvaltozo vektora, X a magyarazovaltozok matrixa, B a regresszios
paraméterek vektora, € pedig a hibatagok vektora.

crer

tetett feltételek is:

- A magyarazovaltozok nem sztochasztikusak (mérési hibat nem tartalmaznak),
valamint linearisan fliggetlenek (tehat nem redundansak).

- A hibatagok nulla varhat6 értékii, konstans varianciaji (¢”), korrelalatlan va-
16szintiségi valtozok, amik normalis eloszlast kdvetnek:

g ON(0,0°1) .

A regresszioszamitas gyakorlati alkalmazasakor tigyelniink kell arra, hogy az
emlitett modellt ne hasznaljuk, ha valamelyik feltétele szignifikansan nem teljesiil!
Kozgazdasagi elemzéseknél ennek leggyakrabban harom oka lehet: multikollineari-
tas, autokorrelacio, heteroszkedaszticitas. A tovabbiakban részletesen az elsdvel fog-
lalkozunk, ami a redundancianak egyik megjelenési formajaként is felfoghato.

A standard linearis regresszios modell feltételezi, hogy a magyarazdvaltozok
egymastol linearisan fliggetlenek. Ha valamelyik magyarazovaltozo kifejezhetd a
tobbi tényezOvaltozo linedris kombinacidjaként, vagyis fliggvényszert kapcsolatban
all a tobbi tényezovaltozoval, akkor teljes vagy extrém multikollinearitasrol beszé-
link. Ilyenkor az X'X matrix szingularis, ezért nem invertalhato. A teljes
multikollinearitas felismerése konnyt, és egyszeriien megoldhaté az adott magyara-
zovaltozo elhagyasaval. Az empirikus vizsgalatoknal azonban a magyarazédvaltozok
kozott inkabb sztochasztikus kapcsolat jelentkezik.
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3. dbra A regresszidszamitas grafikus modellje

x]; xZ} ey -xm

U

x5, X2, oy X)

3.2. A multikollinearitas kovetkezményei

Ha a magyarazovaltozok egymastol linearisan nem fiiggetlenek, akkor az n
elemszamu mintdn a legkisebb négyzetek modszerének kozvetlen alkalmazasaval
kapott

B=(X%X)"Xy
becslés fontosabb tulajdonsagai az alabbiak:

- A regresszios egyiitthatok standard hibai a
Var() =———ffx'X)" = 52 (fx'X)"
n—-m-1

0sszefiiggésbol kovetkezbéen nének.

- Bizonytalanna, instabilla valnak a (tovabbra is torzitatlan) becsléseink.

- Az egyes magyarazovaltozok hatasainak szeparalt vizsgalata nem lehetséges,
illetve a parcialis regresszios egyiitthatok helyes értelmezése lehetetlenné va-
lik.

A fentiek miatt a magyarazovaltozok kolecsonos fliggéségének mértékét min-
dig ellendrizniink kell.
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3.3. A multikollinearitas méerésének ismert mutatoi

A statisztikai szakirodalomban szamos mutatd ismert a multikollinearitas, il-
letve a redundancia szamszer(sitésére. Most az alabbiakban ismertetiink néhanyat a
teljesség igénye nélkiil.

Ha egy 0j magyarazovaltozot kapesolunk be a modellbe, akkor a tdbbszords
determinacios egylitthaté vagy ndvekszik, vagy egyaltalan nem valtozik. Minden
magyarazovaltozora kiszamitva, hogy a modellbe utols6 valtozoéként bevonva meny-
nyivel noveli a determinécids egyiitthatot, ellendrizheté a multikollinearitds. Ha az
emlitett hatasoknak az Osszege egyenld a tobbszords determinacids egyiitthatdval,
akkor azt mondhatjuk, hogy a magyarazévaltozok linearisan fliggetlenek, azaz az
adatok nem redundéansak. Ellenkez6 esetben az eredményvaltozo szorasnégyzetének
van olyan része, amit egylittesen magyaraz tobb valtozo. A multikollineritas nagysa-
gat ezzel az egyiittesen magyarazott résszel az alabbi médon mérhetjiik.

m
M = r2 - Z(rz - r2 )
VaX],XD 5o Xpy VaX]5XD 5o Xpy VXX seesX o 5K s X

Minél kisebb az eltérés az M mutatd értéke és a tobbszords determinacids
egyiitthato kozott, annal jelentésebb a multikollinearitas, és ennek kdvetkeztében a
modell paramétereinek becslése mindinkabb instabilla valik. Megjegyezziik tovab-
ba, hogy az M mutatd negativ értéket is felvehet.

A multikollinearitas mérészamaként a fenti logikanak megfeleléen hasznal-
hatjuk az alabbi mutat6t is. Az 1-nél nem nagyobb nemnegativ értékii

_q1_ .2
Tj_l Vit j-j

kifejezést tolerancia-mutaténak nevezziik. Ha a j-edik tényezdvaltozd fiiggetlen a
tobbi magyarazovaltozotol, akkor 7; értéke 1. Ha 7; = 0, akkor extrém multikollinea-
ritasrol beszéliink.

A T; mutat6 reciprokat VIF;-vel jeloljiik (a Variance Inflation Factor rovidité-
se). Ez megmutatja, hogy a multikollinearitas, azaz az adatdllomany redundanciaja
miatt milyen mértékben novekszik a becsiilt paraméterek varianciaja, de magardl a
redundancia mértékérdl keveset mond.

Egy masik megkozelitést hasznal a BARTLETT-féle proba, amely azt vizsgalja,
hogy a valtozoink korrelaciés matrixa mennyire hasonlit egy egységmatrixhoz, va-
gyis valtozéink paronként korrelalatlanok-e. A teszt egy y -proban alapul, aminek
nullhipotézise a korrelacios matrix és az egységmatrix egyezosége.

Az eddigiektdl eltérden a magyarazovaltozok egészére vonatkozoan is ismert
egy a multikollinearitast méré mutatoszam, amely Belsley (1980) nyoman a kdvet-
kezd:
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ahol Apax €és Amin @ normalizalt magyarazovaltozok X'X matrixanak legnagyobb il-
letve legkisebb sajatértéke. A y mutatd értéke a magyardzovaltozok ortogonalitasa,
azaz a redundancia hianya esetén 1. Tobb szerz6 szerint a mutatd 30 feletti értéke
utal er6s multikollinearitasra, bar ez esetrol esetre valtozhat.

Az ismertetett mutatok mindegyikének hatranya az, hogy az értelmezésiik
szubjektiv és meglehetdsen ellentmondasos. Az aldbbiakban bemutatott eljaras elo-
nye az, hogy alkalmazasaval objektiven értelmezhetd a multikollinearitas, azaz a re-
dundancia mértéke.

4. A redundancia (multikollinearitas) ij megkozelitésii mérése

Az altalunk javasolt mutatd, sok mas multikollinearitas-mutatohoz hasonldan,
a magyarazovaltozok R korrelacids matrixabol indul ki. Az elsé 1épésben kiszamit-
juk az m dimenzios R sajatértékeit (4, j=1,2,...,m). Mivel a korrelacids matrix pozi-
tiv szemidefinit, azaz a sajatértékek nem negativ szdmok, ezért kiszamithatjuk szo-
rodasuk mértékét, példaul a v, relativ szérdssal

ami a

J=

Osszefiiggés miatt o, szorassal egyenld. Ennek a két mutatonak 4; > 0 esetén a legna-
gyobb értéke vm —1.

Ezt a tulajdonsagat felhasznalva a mindenkori kapott eredményt normaljuk a

0,

Red =
m-—1

Osszefiiggés szerint.
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1. tablazat Néhany ¢élelmiszer fogyasztasaval kapcsolatos adat

, Egy fére Gyii- Fo
Evek Sorfogy. juto Borfogy. moles Sorar Borar Colaar Palinkaar érin%l}::x
realjov. fogy.

liter/f6 % liter/f6 kg 0,5 liter  liter 2 liter 0,2 liter %

1990 105,3  100,9 27,7 72,3 16,5 60,5 55,2 62,8  100,0
1991 100,6 99,2 28,9 70,6 20,2 69,3 73,2 78,7  135,0
1992 94,0 95,7 29,8 72,8 22,8 70,4 82,2 91,6  166,1
1993 829 91,1 31,5 76,7 30,9 73,3 94,4 111,0 203,44
1994 84,7 93,5 29,2 70,2 34,0 83,0 119,0 1240  241,6
1995 75,3 88,4 26,6 58,3 44,9 110,0  132,6 166,0  309,7
1996 71,3 87,8 30,3 64,4 55,6 152,0 1654 208,0  382,8
1997 69,5 88,6 31,9 62,6 66,3 176,0  153,0 254,0 4529
1998 69,3 91,8 33,6 68,5 73,9 188,0  169,0 285,0 5177
1999 68,0 92,5 30,2 71,6 81,9 195,0  186,0 304,0  569,5
2000 71,6 96,5 28,3 110,8 89,4 209,0 197,0 317,0 6253
2001 71,0  100,0 35,1 100,0 99,0 245,0  208,0 335,0 6828
Forras: KSH.

2. tablazat A fogyasztas 2001-es aron kifejezett adatai

. Egy fore Gyii-
Evek Sorfogy. juto  Borfogy. mdlcs Sorar  Borar Colaar Palinkaar
realjov. fogy.
liter/f6 % liter/f6 kg 0,5 liter liter 2 liter 0,2 liter
1990 1053 100,9 27,7 72,3 112,7 413,1 376,9 428.,8
1991  100,6 99,2 28,9 70,6 102,2 350,5 370,2 398,0
1992 94,0 95,7 29,8 72,8 93,8 289.5 338,0 376,7
1993 82,9 91,1 31,5 76,7 103,7 246,0 316,9 372,6
1994 84,7 93,5 29,2 70,2 96,1 234,6 336,3 350,4
1995 75,3 88,4 26,6 58,3 99,0 242.5 2923 366,0
1996 71,3 87,8 30,3 64,4 99,2 271,1 295,0 371,0
1997 69,5 88,6 31,9 62,6 100,0 265,3 230,7 382,9
1998 69,3 91,8 33,6 68,5 97,5 248,0 2229 375,9
1999 68,0 92,5 30,2 71,6 98,2 233,8 223.0 364,5

2000 71,6 96,5 28,3 110,8 97,6 2282 215,1 346,1
2001 71,0 100,0 35,1 100,0 99,0 245,0 208,0 335,0
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A redundancia hidnya, vagyis ortogondlis magyarazévaltozok esetén a fenti
mutato értéke 0, illetve 0 szdzalék, mig maximalis redundancia (extrém multikolli-
nearitas) esetén 1, illetve 100 szazalék.

gy a Red mutatd segitségével kiilonboz6 adatallomanyok redundancidjanak
mértékét tudjuk szamszerlsiteni. Mivel szazalékban is kifejezhetd mutatorol van
sz0, ezért kiilonboz6 rangu R matrixok fenti modon kiszamitott mutatoi kdzvetleniil
Osszehasonlithatoak, 0sszevethetoek.

A Red mutat6 gyakorlati alkalmazasanak lehetdségét legjobban egy példa se-
gitségével szemléltethetjiik. A kiindulo adatainkat az 1. tablazat tartalmazza.

Az 1. tablazat utolsé oszlopaban szerepld fogyasztoi arindexek segitségével a
kozolt termékek folyodaras egységarait deflalnunk kell. A 2001-es aron kifejezett
mutatokat a 2. tablazat tartalmazza.

Ha az egy fore jutd sorfogyasztast befolyasold (tablazatban feltiintetett) ma-
gyarazovaltozok informaciotartalmara vagyunk kivancsiak, akkor a Red mutatd se-
gitségével szamszerlsiteni tudjuk, hogy a sok adat milyen mértékben tartalmaz ér-
demleges kozlést. A mutatd kiszamitasahoz sziikségilink van a korrelacids matrixra,
ami a 3. tdblazatban talalhato.

Ennek a méatrixnak a sajatértékei az alabbiak:

A =3,5817
A, =1,7130
A, =0,8830
A, =0,4838
A =0,2239
A, =0,0841
A, =0,0306

Ezek Osszege a magyarazovaltozok szamaval egyenld. Kovetkezd 1épésben ki kell
szamitanunk a kozolt sajatértékek szorasat:

Innen:

Ha a magyarazovaltozokat tartalmazé adatok egymastol linedrisan fliggetle-
nek, akkor a Red mutat6 értéke 0, azaz a redundancia mértéke 0 szazalékos. A konk-
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3. tablazat A korrelacios matrix elemei

Egy fore

juté real- Borfogy Gyiiméle go o Borsr Colaar ©alnka-

jovede- sfogy ar
lem

Egy fore juts 1,0000 -0,0037 0,5627 0,3569 0,5504 0,2619  0,1946
redljovedelem (X;)

Borfogy (x») 20,0037  1,0000 02211 -0,2229 -0,3303 -0,5570 -0,3541
Gyiimélesfogy (x;)  0,5627 02211  1,0000 -0,0830 -0,2142 -0,4059 -0,4960
Sorar (x4) 0,3569 -0,2229 -0,0830 1,0000 0,7488 04327 0,7287
Borar (xs) 0,5504 -0,3303 -0,2142 0,7488 1,0000 0,6986 0,8875
Colar (xg) 02619 -0,5570 -0,4059 04327 0,6986 1,0000 0,6343
Palinkaar (x,) 0,1946 -03541 -0,4960 0,7287 0,8875 0,6343  1,0000

4. tablazat Az egyes valtozokhoz tartozé tolerancia-mutatok

Magyarazovaltozok T VIF;
Egy fore juto realjovedelem (x;) 0,14 6,90
Borfogy (x,) 0,62 1,63
Gytlimolcsfogy (x3) 0,19 5,19
Sorar (x4) 0,35 2,90
Borér (xs) 0,05 19,95
Colaar (xg) 0,30 3,39
Palinkaar (x;) 0,08 13,19

rét példaban azonban a redundancia, azaz 0j informéaciot, illetve érdemleges kozlést
mar nem tartalmazo6 adatok mértéke 48,39 szazalékos.

Osszehasonlitas végett kozoljiik a tobbi ismertetett mutatonak a példa adatain
felvett értékeit.

M =0,9902 - ((0,9902 -0,9615) +...+(0,9902 - 0,9729)) = 0,7706

Az egyes valtozokhoz tartozo tolerancia-mutatok értékei a 4. tablazat tartal-
mazza.

A magyarazovaltozok koziil a 7; = 0,05 alapjan arra lehet kovetkeztetni, hogy
a borarakbol képzett valtozo tartalmazza a legkevesebb érdemi tdbbletinformaciot.

A BARTLETT-féle probahoz tartozo probafiiggvény értéke:
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X* =50,892;

ami alapjan v = 21 szabadsagfok mellett és 0,5 szazalékos szignifikancia szinten a
nullhipotézis elvetését jelenti, vagyis szignifikans kiilonbség van a korrelacios mat-
rix €s a magyarazovaltozok ortogonalitasat feltételez6 egységmatrix kdzott.

A BELSLY-féle mutato értéke az alabbi:

y= 68963 =137,6.
0,0004

Ennek 30-nal joval nagyobb értéke szintén jelentés multikollinearitasra utal.

5. Osszefoglalas

Empirikus elemzéseknél fontos tudni, hogy a nagymennyiségii adatot tartal-
maz6 adatallomanyban mekkora a redundancia, azaz a sok adat milyen mértékben
tartalmaz érdemleges kozlést. A témara a regresszidszamitas segitségével mutattunk
rd, ahol ez a multikollinearitasbol szarmazé problémaként jelenik meg. Ennek méré-
sére a szakirodalomban tobbféle mutatd ismert, de mindegyikre az jellemzd, hogy
értelmezésiik szubjektiv és meglehetdsen ellentmondéasos. A redundancia altalunk
bemutatott 1) megkozelitésti mérése biztositja a redundancia olyan szdmszertsitését,
amely (mivel normalt és szazalékban kifejezhetd) egyértelmlien értelmezhets. Ra-
adasul kiilonb6z6 adatallomanyokban mérni lehet az érdemleges kozlés mennyiségét
¢s azok mértékét is Ossze lehet kdzvetleniil hasonlitani.
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